
Toward Optimal Optimizer
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𝐿( ො𝑦, 𝑦)

𝑓𝜃
𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑓𝜃 𝑥 = ො𝑦

𝑓𝜃′
𝑥1

𝑥2

𝑥3
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𝐿( ො𝑦, 𝑦)

𝑓𝜃
𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑓𝜃 𝑥 = ො𝑦

𝑓𝜃′
𝑥1

𝑥2

𝑥3

• Structured data

• Unstructured data

“Hello, deep learning”
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𝐿( ො𝑦, 𝑦)

𝑓𝜃
𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑓𝜃 𝑥 = ො𝑦

𝑥

𝑦
𝑦 = 𝜃1𝑥 + 𝑏

𝑥

𝑦
𝑦 = 𝜃1𝑥

2 + 𝜃2𝑥 + 𝑏

𝑥

𝑦
𝑦 = 𝜃1𝑥

3 + 𝜃2𝑥
2 + 𝜃3𝑥 + 𝑏

𝜃 𝜃
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𝐿( ො𝑦, 𝑦)

𝑓𝜃
𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑓𝜃 𝑥 = ො𝑦

𝑓𝜃′
𝑥1

𝑥2

𝑥3

Prediction value 
from model

True value 
from data

Penalty for failing to
achieve a desired value

𝑀𝑒𝑎𝑛 𝑆𝑞𝑢𝑟𝑒𝑑 𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟

𝐶𝑎𝑡𝑒𝑔𝑜𝑟𝑖𝑐𝑎𝑙 𝐶𝑟𝑜𝑠𝑠 𝐸𝑛𝑡𝑟𝑜𝑝𝑦 𝐿𝑜𝑠𝑠

𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑠𝑡𝑖𝑣𝑒 𝐿𝑜𝑠𝑠

𝑇𝑟𝑖𝑝𝑙𝑒𝑡 𝐿𝑜𝑠𝑠

𝐵𝑖𝑛𝑎𝑟𝑦 𝐶𝑟𝑜𝑠𝑠 𝐸𝑛𝑡𝑟𝑜𝑝𝑦 𝐿𝑜𝑠𝑠

𝐹𝑜𝑐𝑎𝑙 𝐿𝑜𝑠𝑠
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𝐿( ො𝑦, 𝑦)

𝑓𝜃
𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑓𝜃 𝑥 = ො𝑦

𝑓𝜃′
𝑥1

𝑥2

𝑥3

Update current parameter 𝜃 to 𝜃′

to minimize penalty

𝐴𝑑𝑎𝑚

𝐺𝐷

𝑆𝐺𝐷

𝑁𝐴𝐺𝐷 𝑀𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑢𝑚

𝑅𝑀𝑆𝑝𝑟𝑜𝑝𝐴𝑑𝑎𝐺𝑟𝑎𝑑

𝐴𝑑𝑎𝑚𝑊
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𝐿( ො𝑦, 𝑦)

𝑓𝜃
𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑓𝜃 𝑥 = ො𝑦

𝑓𝜃′
𝑥1

𝑥2

𝑥3
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𝐿( ො𝑦, 𝑦)

𝑓𝜃
𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑓𝜃 𝑥 = ො𝑦

𝑓𝜃′
𝑥1

𝑥2

𝑥3

• 학습이란 실제값과 예측값 사이의 차이를 줄일 수 있도록 점진적으로
파라미터를 업데이트하면서 최적의 파라미터를 찾아가는 과정

• Optimizer는 파라미터의 업데이트를 담당하는 중요한 요소로 성능에
직접적인 영향을 줌

• 다양한 Optimizer를 이해하고 상황에 알맞게 사용할 수 있어야 함
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고려대학교와 남산타워 사이에 무수히 많은 경로가 존재

가장 최적의 경로를 제안하기 위해 무수히 많은 길찾기 알고리즘이 개발
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• 고려대학교에서 남산타워를 가는 방법을 서로 다른 지도 어플로 검색

• 두 지도 어플의 길찾기 알고리즘이 다르기 때문에 서로 다른 길을 추천

N사 지도 어플 K사 지도 어플
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• Optimizer는 비용함수를 최소화 시키는 최적의 모델 파라미터를 찾아주는 길찾기 알고리즘!!

• 최적의 모델 파라미터로 가는 경로 역시 다양하기 때문에 Optimizer도 여러 알고리즘으로 개발
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Optimizer

Current 
parameters

Optimal 
parameters
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• 지도 어플은 목적지의 좌표를 알고 있지만 Optimizer는 최적해는 물론 비용함수 형태도 알 수 없음
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• 지도 어플은 목적지의 좌표를 알고 있지만 Optimizer는 최적해는 물론 비용함수 형태도 알 수 없음

• 하지만 현재 위치와 관련된 표지판은 존재!!

표지판

𝐿(𝜃)

𝜃𝜃𝑡

𝐿(𝜃𝑡)
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• 지도 어플은 목적지의 좌표를 알고 있지만 Optimizer는 최적해는 물론 비용함수 형태도 알 수 없음

• 하지만 현재 위치와 관련된 표지판은 존재!!

표지판

𝐿(𝜃)

𝜃𝜃𝑡

𝐿(𝜃𝑡)

??

gradient
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• 지도 어플은 목적지의 좌표를 알고 있지만 Optimizer는 최적해는 물론 비용함수 형태도 알 수 없음

• 하지만 현재 위치와 관련된 표지판은 존재!!

표지판

𝐿(𝜃)

𝜃𝜃𝑡

𝐿(𝜃𝑡)

gradient
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• 미분 정보를 어디까지 어떻게 사용하는지에 따라 분류

Optimizer

First-Order 
Methods

Derivative-Free 
Optimization

High-Order 
Methods

• 1차 미분 정보인 gradient 활용

• 가장 일반적인 형태

• 고차원 미분 정보(Hessian 등) 활용

• 목적함수가 highly non-linear 

and ill-conditioned 일 때 사용

• 계산 비용이 큼

• 목적함수의 미분이 불가능한 상황

에서 사용하는 최적화 알고리즘
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• 미분 정보를 어디까지 어떻게 사용하는지에 따라 분류

Optimizer

First-Order 
Methods

Derivative-Free 
Optimization

High-Order 
Methods

• 1차 미분 정보인 gradient 활용

• 가장 일반적인 형태

• 고차원 미분 정보(Hessian 등) 활용

• 목적함수가 highly non-linear 

and ill-conditioned 일 때 사용

• 계산 비용이 큼

• 목적함수의 미분이 불가능한 상황

에서 사용하는 최적화 알고리즘
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𝐿(𝜃)

𝜃𝜃𝑡

𝐿(𝜃𝑡)

Gradient를 활용한 방향 설정
𝐿(𝜃)

𝜃𝑡

얼마나 이동??

??
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𝐿(𝜃)

𝜃𝜃𝑡

𝐿(𝜃𝑡)

Gradient를 활용한 방향 설정
𝐿(𝜃)

𝜃𝑡

얼마나 이동??

𝜃𝑡+1
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𝐿(𝜃)

𝜃𝜃𝑡

𝐿(𝜃𝑡)

Gradient를 활용한 방향 설정
𝐿(𝜃)

𝜃𝑡

얼마나 이동??

𝜃𝑡+1
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𝐿(𝜃)

𝜃𝜃𝑡

𝐿(𝜃𝑡)

Gradient를 활용한 방향 설정
𝐿(𝜃)

𝜃𝑡

얼마나 이동??

𝜃𝑡+1
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𝐿(𝜃)

𝜃𝜃𝑡

𝐿(𝜃𝑡)

Gradient를 활용한 방향 설정
𝐿(𝜃)

𝜃𝑡

얼마나 이동??

𝜃𝑡+1
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• First-order method의 두 주요 요소는 gradient를 활용한 방향 설정과 얼마나 이동할지 결정하는 step size

𝐿(𝜃)

𝜃𝜃𝑡

𝐿(𝜃𝑡)

Gradient를 활용한 방향 설정
𝐿(𝜃)

𝜃𝑡

얼마나 이동??

??

• Gradient를 활용해 이동방향과 step size를 더 효율적으로 설정하는 방향으로 연구가 진행
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• 현재의 gradient 정보를 이용해 방향과 step size를 결정하는 가장 기본적인 알고리즘

1. 어느방향으로

𝐿(𝜃)

𝜃𝜃𝑡

2. 얼마나움직일지

𝑔𝑡 > 0

𝛿 < 0

𝜃𝑡 + 𝛿

→ 𝑔𝑡의 역방향
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• 현재의 gradient 정보를 이용해 방향과 step size를 결정하는 가장 기본적인 알고리즘

1. 어느방향으로

𝐿(𝜃)

𝜃𝜃𝑡

2. 얼마나움직일지

𝑔𝑡 < 0

𝛿 > 0

𝜃𝑡 + 𝛿

→ 𝑔𝑡의 역방향

→  gradient의 역방향
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• 현재의 gradient 정보를 이용해 방향과 step size를 결정하는 가장 기본적인 알고리즘

1. 어느방향으로

𝐿(𝜃)

𝜃

2. 얼마나움직일지

→  gradient의 역방향

① 𝑔𝜃1

② 𝑔𝜃2

𝜃1𝜃2

𝛿1

𝛿2

𝑔𝜃1 > 𝑔𝜃2

𝛿1 > 𝛿2

→ gradient의 크기
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• 현재의 gradient 정보를 이용해 방향과 step size를 결정하는 가장 기본적인 알고리즘

1. 어느방향으로

2. 얼마나움직일지

→  gradient의 역방향

→ gradient의 크기

𝜃𝑡+1 = 𝜃𝑡 + 𝛿

= 𝜃𝑡 − 𝑔𝑡

= 𝜃𝑡 − 𝑔𝑡 × η
Learning rate
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• 너무 작은 learning rate은 많은 iteration을 요구하고 수렴속도를 늦춤

• 너무 큰 learning rate은 빠르게 최적점 근처까지 갈 수 있지만 수렴을 못하고 발산할 가능성이 있음

• 적절한 learning rate을 찾는 것이 중요하며 일반적으로 0.01~0.0001 사이를 많이 사용

• Learning rate decay를 활용해 학습 초반에는 크게, 후반에는 작게 가져가는 방법도 많이 사용

𝐿(𝜃)

𝜃

𝐿(𝜃)

𝜃
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𝑦

𝑥

𝑦 = 𝜃𝑡𝑥 = 2𝑥

𝐿(𝜃) =
1

2𝑁
෍ 𝑦′ − 𝑦 2 =

1

2𝑁
෍ 𝜃𝑥 − 𝑦 2𝑦 = 𝜃𝑥

𝐿 𝜃𝑡
𝜕𝜃𝑡

=
1

𝑁
෍− 𝜃𝑡𝑥 − 𝑥𝑦

𝜃𝑡+1 = 𝜃𝑡 − 𝑔𝑡 × 𝜂 = 2 −
1

3
× 3 = 1

𝑦

𝑥

𝑦 = 𝜃𝑡+1𝑥 = 𝑥

𝑙𝑜𝑠𝑠 =
1

3
12 + 12 + 42 =

18

3
𝑙𝑜𝑠𝑠 =

1

3
02 + 12 + (−1)2 =

2

3

=
1

3
−1 + 2 − 0 = 1
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• GD는 모든 관측치에 대한 gradient를 계산 → 관측치와 변수가 많아질수록 계산 복잡도 증가

obs X1 X2 X3 ⋯ Xm Y

1 3 2.7 33 ⋯ -3.1 0

2 2 2.1 45 ⋯ -0.3 1

3 5 1.6 43 ⋯ 0.1 1

⋮ ⋮

n 4 2.5 39 ⋯ -2.6 0

𝑛

𝑚

𝜕𝐿

𝜕𝑥11

𝜕𝐿

𝜕𝑥12

𝜕𝐿

𝜕𝑥13

𝜕𝐿

𝜕𝑥1𝑚
⋯

𝜕𝐿

𝜕𝑥21

𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑛1

⋮

𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑛2

𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑛3

𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑛𝑚
⋯

⋮

𝜕𝐿

𝜕𝑥22

𝜕𝐿

𝜕𝑥23

𝜕𝐿

𝜕𝑥2𝑚

⋮ ⋮

⋯

⋱

average

𝜕𝐿

𝜕𝑥1

𝜕𝐿

𝜕𝑥2

𝜕𝐿

𝜕𝑥3

𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑚
⋯𝑔𝑡 =
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• GD는 모든 관측치에 대한 gradient를 계산 → 관측치와 변수가 많아질수록 계산 복잡도 증가

• 하나의 관측치를 샘플링하여 해당 관측치에 대한 gradient만 사용 (∵ 𝐸 𝑔𝑖𝑚 = 𝑔𝑚,실제 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡의 불편추정량)

• 계산 복잡도: 𝑂 𝑛 ∗ 𝑚 → 𝑂(𝑚)

obs X1 X2 X3 ⋯ Xm Y

1 3 2.7 33 ⋯ -3.1 0

2 2 2.1 45 ⋯ -0.3 1

3 5 1.6 43 ⋯ 0.1 1

⋮ ⋮

n 4 2.5 39 ⋯ -2.6 0

𝑛

𝑚

𝜕𝐿

𝜕𝑥11

𝜕𝐿

𝜕𝑥12

𝜕𝐿

𝜕𝑥13

𝜕𝐿

𝜕𝑥1𝑚
⋯

𝜕𝐿

𝜕𝑥21

𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑛1

⋮

𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑛2

𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑛3

𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑛𝑚
⋯

⋮

𝜕𝐿

𝜕𝑥22

𝜕𝐿

𝜕𝑥23

𝜕𝐿

𝜕𝑥2𝑚

⋮ ⋮

⋯

⋱

𝑔𝑡 =
𝜕𝐿

𝜕𝑥21

𝜕𝐿

𝜕𝑥22

𝜕𝐿

𝜕𝑥23

𝜕𝐿

𝜕𝑥2𝑚
⋯
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Data

GD

full-batch

• Pros

- 현 시점 최적의 gradient 사용

• Cons

- 데이터셋이 큰 경우 계산 비용이

크고 학습이 오래 걸림

- Online learning 불가능

Data

SGD

One sample

• Pros

- 빠른 연산을 통한 빠른 수렴

- Online learning 가능

• Cons

- 최적방향이 아니라 변동성이 큼

- 모든 데이터를 고려하지 않을 수

도 있음

• Pros

- GD와 SGD를 적절히 섞어 적당

한 연산으로 빠른 수렴 가능

• Cons

- 여전히 변동성이 큼

- batch size가 hyperparameter

MSGD

mini-batch

Data

Data

Data

Data

Data

mini-batch

mini-batch

mini-batch

mini-batch



43

https://seamless.tistory.com/38

Minibatch Stochastic 

Gradient Descent (MSGD)
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• SGD는 local minima와 saddle point에 갇히면 쉽게 빠져나오지 못한다는 문제가 있음

𝐿(𝜃)

𝜃

Local minima Saddle Point
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• SGD는 local minima와 saddle point에 갇히면 쉽게 빠져나오지 못한다는 문제가 있음

• 과거의 gradient 정보를 활용해서 이 문제를 해결하기 위한 연구가 진행
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• 관성, 가속도를 의미하는 momentum 개념을 SGD에 추가하여 한 방향으로 일정하게 이동할 수 있게 유도

𝜃𝑡+1 = 𝜃𝑡 − 𝑔𝑡 × η

과거 방향 정보

𝑣𝑡+1 = 𝛾𝑣𝑡 − η × 𝑔𝑡

𝜃𝑡+1 = 𝜃𝑡 + 𝑣𝑡+1

현재 방향 정보

real movement

SGD Momentum

−𝜂𝑔𝑡

negative gradient −𝜂𝑔𝑡

previous momentum

𝛾𝑣𝑡

negative gradient

𝑣𝑡+1

𝑣𝑡 = 𝛾𝑣𝑡−1 − 𝜂𝑔𝑡−1 = 𝛾 𝛾𝑣𝑡−2 − 𝜂𝑔𝑡−2 − 𝜂𝑔𝑡−1

= 𝛾 𝛾(𝑣𝑡−3 − 𝜂𝑔𝑡−3) − 𝜂𝑔𝑡−2 − 𝜂𝑔𝑡−1 = ⋯
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• 관성, 가속도를 의미하는 momentum 개념을 SGD에 추가하여 한 방향으로 일정하게 이동할 수 있게 유도

𝜃𝑡+1 = 𝜃𝑡 − 𝑔𝑡 × η

𝐿(𝜃)

𝜃

Local minima

𝐿(𝜃)
momentum

과거 방향 정보

negative of gradient

negative of gradient

𝑣𝑡+1 = 𝛾𝑣𝑡 − η × 𝑔𝑡

𝜃𝑡+1 = 𝜃𝑡 + 𝑣𝑡+1

현재 방향 정보

real movement
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• 관성, 가속도를 의미하는 momentum 개념을 SGD에 추가하여 한 방향으로 일정하게 이동할 수 있게 유도

𝜃𝑡+1 = 𝜃𝑡 − 𝑔𝑡 × η

𝐿(𝜃)

𝜃

Local minima

𝐿(𝜃)
momentum

과거 방향 정보

negative of gradient

negative of gradient

𝑣𝑡+1 = 𝛾𝑣𝑡 − η × 𝑔𝑡

𝜃𝑡+1 = 𝜃𝑡 + 𝑣𝑡+1

현재 방향 정보

real movement

• Pros

- Local minima나 saddle point

에 빠져도 벗어날 수 있음

- Noise, small gradient에 의해

발생하는 변동성이 적음

• Cons

- 관성에 의해 Global minima를 지

나칠 가능성이 있음
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• Momentum 방식을 베이스로 현재의 gradient가 아닌 momentum step 이후 gradient를 통해 업데이트

• 현재의 가속도를 고려하지 않는 momentum과 달리 현재의 가속도를 고려함

𝑣𝑡+1 = 𝛾𝑣𝑡 − η × 𝑔𝑡

𝜃𝑡+1 = 𝜃𝑡 + 𝑣𝑡+1 𝑣𝑡+1 = 𝛾𝑣𝑡 − η × 𝑔෩𝜃𝑡

𝜃𝑡+1 = 𝜃𝑡 + 𝑣𝑡+1

෨𝜃𝑡 = 𝜃𝑡 + 𝛾𝑣𝑡

real movement

Momentum

−𝜂𝑔𝑡

previous momentum

𝛾𝑣𝑡

Current negative gradient

𝑣𝑡+1

𝜃𝑡

𝜃𝑡+1

NAG

−𝜂𝑔෩𝜃𝑡𝛾𝑣𝑡

𝑣𝑡+1
𝜃𝑡 𝜃𝑡+1

෨𝜃𝑡
Momentum step  

negative gradient

real movement

previous momentum
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• Momentum 방식을 베이스로 현재의 gradient가 아닌 momentum step 이후 gradient를 통해 업데이트

• 현재의 가속도를 고려하지 않는 momentum과 달리 현재의 가속도를 고려함

𝑣𝑡+1 = 𝛾𝑣𝑡 − η × 𝑔𝑡

𝜃𝑡+1 = 𝜃𝑡 + 𝑣𝑡+1 𝑣𝑡+1 = 𝛾𝑣𝑡 − η × 𝑔෩𝜃𝑡

𝜃𝑡+1 = 𝜃𝑡 + 𝑣𝑡+1

෨𝜃𝑡 = 𝜃𝑡 + 𝛾𝑣𝑡

real movement

Momentum

−𝜂𝑔𝑡

previous momentum

𝛾𝑣𝑡

Current negative gradient

𝑣𝑡+1

𝜃𝑡

𝜃𝑡+1

NAG

−𝜂𝑔෩𝜃𝑡𝛾𝑣𝑡

𝑣𝑡+1
𝜃𝑡 𝜃𝑡+1

෨𝜃𝑡
Momentum step  

negative gradient

real movement

previous momentum

• Pros

- 현재의 momentum 정보를 반영함으로써 momentum의 과하게

이동한다는 단점을 완화

- 기존의 momentum보다 더 좋은 수렴속도를 실험적으로 증명
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• SGD는 learning rate에 매우 민감한 성능 변화를 보임 → 적절한 learning rate 설정이 중요하지만 어려움

• 상황에 따라 자동으로 적절한 learning rate을 설정하는 Adaptive learning rate method 연구가 활발히 진행
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• AdaGrid는 과거 gradient 정보를 통해서 각각의 파라미터와 iteration마다 다른 learning rate을 적용

𝜃𝑡+1 = 𝜃𝑡 − 𝑔𝑡 × η

𝜃𝑡+1 = 𝜃𝑡 −
𝜂

𝐺𝑡 + 𝜀
𝑔𝑡

𝐺𝑡 =෍

𝑖=0

𝑡

𝑔𝑖
2

𝜽𝒕
𝒊𝒋
,

𝜽𝒕
𝒌𝒍,

𝑮𝒕
𝒊𝒋
= 𝑲

𝑮𝒕
𝒌𝒍 = 𝒌

𝜽𝒕+𝟏
𝒊𝒋

= 𝜽𝒕
𝒊𝒋
−

𝜼

𝑲+ 𝜀
𝒈𝒕
𝒊𝒋

𝜽𝒕+𝟏
𝒌𝒍 = 𝜽𝒕

𝒌𝒍 −
𝜼

𝒌 + 𝜀
𝒈𝒕
𝒌𝒍

→ 이전에 업데이트가 많이 진행되었기 때문에
step size를 작게 해서 세밀하게 조정

→ 이전에 업데이트가 조금 진행되었기 때문에
step size를 크게 해서 빠르게 이동
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• AdaGrid는 과거 gradient 정보를 통해서 각각의 파라미터와 iteration마다 다른 learning rate을 적용

𝜃𝑡+1 = 𝜃𝑡 − 𝑔𝑡 × η

𝜃𝑡+1 = 𝜃𝑡 −
𝜂

𝐺𝑡 + 𝜀
𝑔𝑡

𝐺𝑡 =෍

𝑖=0

𝑡

𝑔𝑖
2

𝜽𝒕
𝒊𝒋
,

𝜽𝒕
𝒌𝒍,

𝑮𝒕
𝒊𝒋
= 𝑲

𝑮𝒕
𝒌𝒍 = 𝒌

𝜽𝒕+𝟏
𝒊𝒋

= 𝜽𝒕
𝒊𝒋
−

𝜼

𝑲+ 𝜀
𝒈𝒕
𝒊𝒋

𝜽𝒕+𝟏
𝒊𝒋

= 𝜽𝒕
𝒊𝒋
−

𝜼

𝒌 + 𝜀
𝒈𝒕
𝒌𝒍

→ 이전에 업데이트가 많이 진행되었기 때문에
step size를 작게 해서 세밀하게 조정

→ 이전에 업데이트가 조금 진행되었기 때문에
step size를 크게 해서 빠르게 이동

• Pros

- 자연어처리와 같이 sparse data에

대해서 업데이트할 때 step size를

유연하게 가져가기 때문에 효과적임

- 학습과정에서 직접 learning rate

을 조정할 필요가 없음

• Cons

- 여전히 적절한 global learning rate

𝜼 을 필요로 함

- 학습이 진행될수록 𝑮𝒕의 값이 무한히

커져 learning rate이 0에 수렴하기

때문에 파라미터 업데이트가 안됨
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• AdaGrid에서 learning rate이 0으로 수렴하는 것을 막기 위해 제안된 방법론

• 과거 gradient를 단순히 합하는 것이 아닌 제곱의 지수 이동 평균으로 정의

• 0 < 𝛽 < 1를 통해서 오래된 과거 gradient의 영향력을 0으로 수렴시킴

𝜃𝑡+1 = 𝜃𝑡 −
𝜂

𝐺𝑡 + 𝜀
𝑔𝑡

𝐺𝑡 =෍

𝑖=0

𝑡

𝑔𝑖
2

𝜃𝑡+1 = 𝜃𝑡 −
𝜂

𝐺𝑡 + 𝜀
𝑔𝑡

𝐺𝑡 = 𝛽𝐺𝑡−1 + 1 − 𝛽 𝑔𝑡
2

𝐺𝑡 = 𝛽 𝛽𝐺𝑡−2 + 1 − 𝛽 𝑔𝑡−1
2 + 1 − 𝛽 𝑔𝑡

2

= 𝛽 𝛽(𝛽𝐺𝑡−3 + 1 − 𝛽 𝑔𝑡−2
2 ) + 1 − 𝛽 𝑔𝑡−1

2 + 1 − 𝛽 𝑔𝑡
2 = ⋯
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• RMSProp와 비슷하게 AdaGrid의 단점을 보완하기 위해 제안된 방법

• RMSProp과 동일하게 G를 계산할 때 지수 평균을 사용

• 다만, step size를 단순하게 𝜂로 사용하는 대신 step size의 변화량의 제곱의 지수 평균 사용

𝜃𝑡+1 = 𝜃𝑡 −
𝜂

𝐺𝑡 + 𝜀
𝑔𝑡

𝐺𝑡 = 𝛽𝐺𝑡−1 + 1 − 𝛽 𝑔𝑡
2

𝜃𝑡+1 = 𝜃𝑡 −
𝐻𝑡−1 + 𝜀

𝐺𝑡 + 𝜀
𝑔𝑡

𝐺𝑡 = 𝛽𝐺𝑡−1 + 1 − 𝛽 𝑔𝑡
2

𝐻𝑡 = 𝛽𝐻𝑡−1 + 1 − 𝛽 ∆𝜃𝑡
2
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• 학습이 많이 진행되었더라도 파라미터의 변화량이 크면 step size가 커야한다는 전략을 통해 수렴 속도 향상

AdaGrid AdaDelta
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• 학습이 많이 진행되었더라도 파라미터의 변화량이 크면 step size가 커야한다는 전략을 통해 수렴 속도 향상

AdaGrid AdaDelta
• Pros

- 학습이 진행될수록 learning rate이 0으로 수렴한다는 AdaGrid의 단점을 지수

이동 평균법을 통해 먼 과거의 gradient 영향력을 줄이면서 극복



59

ො𝑣𝑡+1 =
𝑣𝑡+1

1 − 𝛽1
𝑡+1

෠𝐺𝑡+1 =
𝐺𝑡+1

1 − 𝛽2
𝑡+1

• Momentum과 RMSProp을 조합하여 만든 방법론

• 대부분의 상황에서 준수한 성능을 보이기 때문에 가장 많이 사용되는 optimizer

𝑣𝑡+1 = 𝛾𝑣𝑡 − η𝑔𝑡

𝜃𝑡+1 = 𝜃𝑡 + 𝑣𝑡+1

𝜃𝑡+1 = 𝜃𝑡 −
𝜂

𝐺𝑡 + 𝜀
𝑔𝑡

𝐺𝑡 = 𝛽𝐺𝑡−1 + 1 − 𝛽 𝑔𝑡
2

Momentum

RMSProp

𝜃𝑡+1 = 𝜃𝑡 −
𝜂

෠𝐺𝑡+1 + 𝜀
ො𝑣𝑡+1
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ො𝑣𝑡+1 =
𝑣𝑡+1

1 − 𝛽1
𝑡+1

෠𝐺𝑡+1 =
𝐺𝑡+1

1 − 𝛽2
𝑡+1

𝑣𝑡+1 = 𝛽1𝑣𝑡 − (1 − 𝛽1)𝑔𝑡

𝐺𝑡 = 𝛽2𝐺𝑡−1 + 1 − 𝛽2 𝑔𝑡
2

𝑣0 = 0

𝐺0 = 0

학습 초기

𝑣𝑡, 𝐺𝑡 ≈ 0

0에 가깝게 bias

학습 초기 이후

𝛽1
𝑡+1 ≈ 0

𝛽2
𝑡+1 ≈ 0

ො𝑣𝑡+1 = 𝑣𝑡+1

෠𝐺𝑡+1 = 𝐺𝑡+1
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ො𝑣𝑡+1 =
𝑣𝑡+1

1 − 𝛽1
𝑡+1

෠𝐺𝑡+1 =
𝐺𝑡+1

1 − 𝛽2
𝑡+1

𝑣𝑡+1 = 𝛾𝑣𝑡 − η𝑔𝑡

𝐺𝑡 = 𝛽𝐺𝑡−1 + 1 − 𝛽 𝑔𝑡
2

𝑣0 = 0

𝐺0 = 0

학습 초기

𝑣𝑡, 𝐺𝑡 ≈ 0

0에 가깝게 bias

학습 초기 이후

𝛽1
𝑡+1 ≈ 0

𝛽2
𝑡+1 ≈ 0

ො𝑣𝑡+1 = 𝑣𝑡+1

෠𝐺𝑡+1 = 𝐺𝑡+1

• Pros

- Momentum과 adaptive 

learning rate을 알맞게 조합하여

좋은 성능을 보이는 방법론 개발

- 대부분의 상황에서 좋은 성능을 보이

기 때문에 가장 보편적으로 사용됨

• Cons

- 학습 초기에 adaptive learning 

rate의 분산이 커져서 local minima

에 빠르게 도달해 학습이 안되는 현상

인 “Bad Local Optima Convergence”

- 일반화 성능이 SGD보다 좋지 않을

때가 있음
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• 기본적인 SGD가 Adam보다 좋은 일반화 성능을 보여줄 때가 있음

• 저자들은 이 문제를 Adam이 파라미터마다 다른 leaning rate을 사용하기 때문에 weight decay를 l2-

regularization으로 구현한다면 동일한 효과를 얻지 못해 성능이 하락한다고 가정

𝐿𝑜𝑠𝑠 = 𝑓 𝜃 𝑅egul𝑎𝑟𝑖𝑧𝑒𝑑 𝐿𝑜𝑠𝑠 = 𝑓 𝜃 +
𝜆

2
෍

𝑖

𝜃𝑖
2

L2-regularization term
=L2-panelty

=weight decay

minimize
𝜃

𝑓 𝜃 +
𝜆

2
෍

𝑖

𝜃𝑖
2
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• SGD에서 𝜆′ =
𝜆

𝜂
라면 weight decay = l2-regularization이 성립됨

𝑅egul𝑎𝑟𝑖𝑧𝑒𝑑 𝐿𝑜𝑠𝑠 = 𝑓𝑟𝑒𝑔(𝜃) = 𝑓 𝜃 +
𝜆′

2
𝜃 2

2, 𝜆′ =
𝜆

𝜂

𝜃𝑡+1 = 𝜃𝑡 − η
𝜕𝑓𝑟𝑒𝑔 𝜃𝑡

𝜕𝜃𝑡
= 𝜃𝑡 − η

𝜕𝑓 𝜃𝑡
𝜕𝜃𝑡

+

𝜆′
2

𝜃𝑡 2
2

𝜕𝜃𝑡
일반적인 SGD

= 𝜃𝑡 − 𝜂𝑔𝑡 − 𝜂𝜆′𝜃𝑡 = 𝜃𝑡 − 𝜂𝑔𝑡 − 𝜆𝜃𝑡

𝜃𝑡+1 = (1 − 𝜆)𝜃𝑡 − 𝜂𝑔𝑡
Weight decay
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• 하지만 Adam에서는 𝜆′ =
𝜆

𝜂
에서 weight decay = l2-regularization이 성립되지 않음

• 실제 weight decay rate보다 더 작은 decay rate으로 weight decay가 진행됨

𝑅egul𝑎𝑟𝑖𝑧𝑒𝑑 𝐿𝑜𝑠𝑠 = 𝑓𝑟𝑒𝑔(𝜃) = 𝑓 𝜃 +
𝜆′

2
𝜃 2

2, 𝜆′ =
𝜆

𝜂

𝜃𝑡+1 = 𝜃𝑡 − η𝑀𝑡

𝜕𝑓𝑟𝑒𝑔 𝜃𝑡
𝜕𝜃𝑡

= 𝜃𝑡 − 𝜂𝑀𝑡 𝑔𝑡 − 𝜆′𝜃𝑡 = 𝜃𝑡 − 𝜂𝑀𝑡𝑔𝑡 − 𝜂𝑀𝑡𝜆′𝜃𝑡

𝜃𝑡+1 = (1 − 𝑀𝑡𝜆)𝜃𝑡 − 𝜂𝑀𝑡𝑔𝑡

𝑜𝑛𝑙𝑦 𝒘𝒆𝒊𝒈𝒉𝒕 𝒅𝒆𝒄𝒂𝒚 𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑀𝑡 = 𝑘𝐼, 𝑎𝑛𝑑 𝑴𝒕𝝀 < 𝝀
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• 저자들은 regularization term과 weight decay term을 분리하여 이 문제를 해결

𝑣𝑡+1 = 𝛽1𝑣𝑡 − (1 − 𝛽1)𝑔𝑡+1

𝐺𝑡+1 = 𝛽2𝐺𝑡 + 1 − 𝛽2 𝑔𝑡+1
2

ො𝑣𝑡+1 =
𝑣𝑡+1

1 − 𝛽1
𝑡+1

෠𝐺𝑡+1 =
𝐺𝑡+1

1 − 𝛽2
𝑡+1

𝑔𝑡+1 = 𝑔𝑡 + 𝜆𝜃𝑡 L2-regularization term

𝜃𝑡+1 = 𝜃𝑡 −
𝜂

෠𝐺𝑡+1 + 𝜀
ො𝑣𝑡+1 − 𝜆𝜃𝑡

Weight decay term
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• 저자들은 regularization term과 weight decay term을 분리하여 이 문제를 해결

𝑣𝑡+1 = 𝛽1𝑣𝑡 − (1 − 𝛽1)𝑔𝑡+1

𝐺𝑡+1 = 𝛽2𝐺𝑡 + 1 − 𝛽2 𝑔𝑡+1
2

ො𝑣𝑡+1 =
𝑣𝑡+1

1 − 𝛽1
𝑡+1

෠𝐺𝑡+1 =
𝐺𝑡+1

1 − 𝛽2
𝑡+1

𝑔𝑡+1 = 𝑔𝑡 + 𝜆𝜃𝑡 L2-regularization term

𝜃𝑡+1 = 𝜃𝑡 −
𝜂

෠𝐺𝑡+1 + 𝜀
ො𝑣𝑡+1 + 𝜆𝜃𝑡

Weight decay term

• Pros

- Adam 에서 l2-regularization이 weight decay 효과를 낼 수 없다는 것을 확

인하고 weight decay와 l2-regularization을 분리하여 일반화 성능 향상
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• Adaptive learning rate method에서 학습 초기에 샘플이 부족하여 adaptive learning rate의 분산이 커짐

• 이에 따라 초기에 local minima에 빠지게 될 수 있고 너무 일찍 도달하여 학습이 거의 일어나지 않을 수 있음

• 이를 ‘Bad Local Optima Convergence Problem’이라 하며 이 문제를 해결하기 위해 RAdam 개발
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1. t-step에서의 adaptive lr 분산 정의

• 저자들은 adaptive learning rate의 분산을 구하고 이를 일정하게 만들어 주기 위한 rectification term을 제안

𝑉𝑎𝑟 ψ 𝑔1, 𝑔2, … , 𝑔𝑡 = 𝑉𝑎𝑟 𝑥 = 𝐸 𝑥 − 𝐸 𝑥 2

𝑟𝑡 =
𝐶𝑣𝑎𝑟

𝑉𝑎𝑟 ψ 𝑔1,𝑔2,…,𝑔𝑡
, 𝐶𝑣𝑎𝑟 ∶ 𝑉𝑎𝑟 ψ ∙ 의 최소값

𝑉𝑎𝑟 𝑟𝑡ψ ∙ = 𝑟𝑡
2𝑉𝑎𝑟 ψ ∙ =

𝐶𝑣𝑎𝑟
𝑉𝑎𝑟 ψ ∙

∙ 𝑉𝑎𝑟 ψ ∙ = 𝐶𝑣𝑎𝑟→

𝑟𝑡 =
(𝜌𝑡−4)((𝜌𝑡−2)𝜌∞
(𝜌∞−4)((𝜌∞−2)𝜌𝒕

2. Rectification term 정의

3. Rectification term 추정

, 𝜌∞ =
2

1 − 𝛽2
− 1, 𝜌t = 𝜌∞ − 2𝑡𝛽2

𝑡/(1 − 𝛽2
𝑡)
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• 저자들은 adaptive learning rate의 분산을 구하고 이를 일정하게 만들어 주기 위한 rectification term을 제안

𝑣𝑡 = 𝛽1𝑣𝑡−1 − (1 − 𝛽1)𝑔𝑡

𝐺𝑡 = 𝛽2𝐺𝑡−1 + 1 − 𝛽2 𝑔𝑡
2

ො𝑣𝑡 =
𝑣𝑡

1 − 𝛽1
𝑡

෠𝐺𝑡 =
𝐺𝑡

1 − 𝛽2
𝑡

𝜌∞ =
2

1 − 𝛽2
− 1

𝜌t = 𝜌∞ − 2𝑡𝛽2
𝑡/(1 − 𝛽2

𝑡)

𝑙𝑡 = (1 − 𝛽2
𝑡)/𝑣𝑡𝑟𝑡 =

(𝜌𝑡−4)((𝜌𝑡−2)𝜌∞
(𝜌∞−4)((𝜌∞−2)𝜌𝑡

𝜃𝑡 = 𝜃𝑡−1 − 𝜂𝑟𝑡𝑙𝑡 ො𝑣𝑡
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• 저자들은 adaptive learning rate의 분산을 구하고 이를 일정하게 만들어 주기 위한 rectification term을 제안

𝑣𝑡 = 𝛽1𝑣𝑡−1 − (1 − 𝛽1)𝑔𝑡

𝐺𝑡 = 𝛽2𝐺𝑡−1 + 1 − 𝛽2 𝑔𝑡
2

ො𝑣𝑡 =
𝑣𝑡

1 − 𝛽1
𝑡

෠𝐺𝑡 =
𝐺𝑡

1 − 𝛽2
𝑡

𝜌∞ =
2

1 − 𝛽2
− 1

𝜌t = 𝜌∞ − 2𝑡𝛽2
𝑡/(1 − 𝛽2

𝑡)

𝑙𝑡 = (1 − 𝛽2
𝑡)/𝑣𝑡𝑟𝑡 =

(𝜌𝑡−4)((𝜌𝑡−2)𝜌∞
(𝜌∞−4)((𝜌∞−2)𝜌𝑡

𝜃𝑡 = 𝜃𝑡−1 − 𝜂𝑟𝑡𝑙𝑡 ො𝑣𝑡
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• Pros

- Adaptive learning rate method 전반에서 발생하는 문제인 ‘Bad Local 

Optima Convergence Problem’를 rectification term을 통해 해결
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Optimizer

First-Order 
Methods

Derivative-Free 
Optimization

High-Order 
Methods

• 1차 미분 정보인 gradient 활용

• 가장 일반적인 형태

• 고차원 미분 정보(Hessian 등) 활용

• 목적함수가 highly non-linear 

and ill-conditioned 일 때 사용

• 계산 비용이 큼

• 목적함수의 미분이 불가능한 상황

에서 사용하는 최적화 알고리즘
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